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SECUENCIAS ALEATORIAS

;Son las siguientes secuencias aleatorias?

e 00000000000000000000000000000000000000...
01010101010101010101010101010101010101...
01001000100001000001000000100000001000...
00000100000000000000010001000000001100...
01010111010100110001000010101010110110...

; Por qué?




La frecuencia de un resultado dado entre n

equiprobables en una secuencia es 1/n

Ley (débil) de los grandes ntimeros (Bernoulli, 1713,
luego Chebyshev, Markov, Borel, y siguen las firmas...)

En una secuencia aleatoria todas las subcadenas de
una longitud dada tienen la misma frecuencia

Popper en “Logik der Forschung” (“La logica de la
investigacion cientifica”), 1934

La cantidad de informacion (entropia) se maximiza

cuando todos los simbolos son equiprobables

Shannon en “A mathematical theory of communication”
(“Una teoria matemadtica de la comunicacién”), 1948




. QUE ES LA NORMALIDAD?

o Concepto muy débil de azar

o Estadisticamente balanceado

o Los digitos cumplen la ley débil de los grandes
nimeros ...

o ... y los grupos de k digitos también, para
cualquier £k € N

x ES NORMAL (BOREL, 1909)

V palabra de ¢ digitos w :

cant. ocurrencias de w en z[l..n] 1

lim 7
n—o0 n 2




.Y ESTO ES AZAR?

Siy no
o Es la mas débil de muchas definiciones

o Otras definiciones:
o Secuencias no distinguibles con predicados computables
No pertenecen a conjuntos chicos y bla-computables
o Secuencias impredecibles computablemente
Una bla-compu no puede adivinar digitos con alta probabilidad
o Secuencias incompresibles computablemente
Una bla-compu no puede comprimir con alta probabilidad

o En general las otras definiciones implican normalidad

ESTADISTICA VS COMPUTABILIDAD
Son formas distintas de establecer condiciones de azar, pero
i Son irreconciliables?




LA REBELION DE LAS COMPUTADORAS

ESTADISTICA VS COMPUTABILIDAD
Son formas distintas de establecer condiciones de azar, pero
;Son irreconciliables?

IRREETYECIN Lo concatenacion de los enteros positivos escritos
INRARIEARNAN c base 10 es Normal
718192021222 Champernowne en “The Construction of Decimals

324252627282 Normal in the Scale of Ten” (“La construccién de
030313233343 decimales normales en base 10”), 1933

Es facil escribir programas para:
o Escupir tantos digitos como se quiera.

o Dado n, computar el n-ésimo digito en tiempo y memoria
6ptima O(logn).




UN FRENTE UNICO ANTE EL CAOS DEL AZAR

recuencias no estan balanceadas se puede

comprimir / obtener radio de compresion < 1

Teorema de la codificacién de fuentes (Shannon 1948)

Se puede “implementar” el teorema de Shannon

con Autdmatas Finitos sin Pérdida

Huffman en “A Method for the Construction of
Minimum-Redundancy Codes” (“Un método para la
construccién de cddigos de minima redundancia”), 1952

- normal = compresible con autématas finitos

incompresible con autématas finitos = normal




FINALMENTE UN TEOREMA

Un automata finito no puede predecir digitos de

numeros normales con alta probabilidad

Schnorr y Stimm en “Endliche Automaten und
Zufallsfolgen” (“Autématas finitos y secuencias
aleatorias”), 1971

normal < incompresible < impredecible (con aut. finitos)

o Schnorr y Stimm, 1971

o Dai, Lathrop, Lutz y Mayordomo en “Finite-state
dimension” (“Dimensién de autématas finitos”), 2004

o Bourke, Hitchcock, y Vinodchandran en “Entropy rates
and finite-state dimension” (“Razones de entropia y
dimensién de autématas finitos”), 2005




TODAVIA UN GRAN SALTO

Autématas finitos y secuencias aleatorias (trad.)
Becher, Heiber, Lépez-Bristot y Rosner, 2012

Numeros normales y automatas finitos

Becher, Heiber, 2012, demostracién directa y
elemental

Chomsky




RESTRICCIONES DE LOS AUTOMATAS

AUTOMATAS FINITOS

o Una pasada: Se puede leer el input solo de izquierda a
derecha

o No determinismo: Muiltiples opciones en un momento dado.
Requiere validacién

o Memoria: Estados codifican finita memoria

o Tiempo-real: Luego de leer algo de input se hacen solo
O(1) operaciones

MODELOS DE MEMORIA INFINITA

o Contadores / pila o cola con alfabeto de un simbolo
o Pila con alfabeto de mas de un simbolo

o Cola con alfabeto de méas de un simbolo

o Acceso aleatorio (arreglo)




MAQUINAS VARIAS

Una  Tiempo Determi- Memoria

pasada real nistico  finita
R A A 4
v K Y
w o R
kcDFA V V V x (k contadores)
kcNDFA V V x x (k contadores)
ISV RV & G0
™ V x V x (cola/arreglo)




.Y DONDE ESTA EL FAMOSO LIMITE?

DFA
2DFA
NDFA
kcDFA
kcNDFA
NPDA
™

Una

pasada

QALALURL

Tiempo Determi- Memoria

real

BALLLLL

nistico finita

k contadores)

k contadores)

pila)

.2 % 2 SN

ABRARLL

cola/arreglo)




.Y DONDE ESTA EL FAMOSO LIMITE?

DFA
2DFA
NDFA
kcDFA
kcNDFA
NPDA
™

Una

pasada

QULCALRY

Tiempo Determi- Memoria

real

BALLLLL

nistico finita

(k contadores)
(k contadores)
(pila)
(

cola/arreglo)

QBRARLL
22 2 SN




., QUE ANDA FALTANDO?

Una  Tiempo Determi- Memoria

SN A VAR 2 4
kcNDFA V V R K
DA P O B R

2keNDFA  §@ V R N
A o o W B i
DA o o 8 W il




.. QUE ANDA FALTANDO? TIEMPO REAL

DFA

2DFA
NDFA
1cDFA

(> 2)cDFA
NPDA

Una
pasada

AR SN

Tiempo Determi- Memoria

real

A2 12 1% 1% 1% ¢
. SR SN

nistico finita

(pila)

2 2 SN



Lo que mas afecta la normalidad es el incremento de memoria.







