To P or not toP
That'’s the Question

Carlos Areces

areces@loria.fr

Agosto 2005,
Buenos Aires, Argentina

Charla Auspiciada por Bodegas LORIA ;)


areces@loria.fr

Para Empezar, una Historia.

O
: To P or not toP That's the Question LORIA



Para Empezar, una Historia.

» Habiaunavez....

: To P or not toP That's the Question LORIA



Para Empezar, una Historia.

» Habiaunavez....
» Otros articulos de Edward Closed:

» EIl Condicional Contrafélico.
» La Implicacion Teolégica
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» Frases como “Juan ama a Maria, o no” o “Mafiana Llueve o no
Llueve” suenan un poco ridiculas. No parecemir nada
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» Frases como “Juan ama a Maria, o nho” o “Mafana Llueve o no
Llueve” suenan un poco ridiculas. No pareciemir nada

» Notemos gue no saroremagomo entendemos la palabra en
Matematica, porque los teoremas matematicos si dicen algo (por
ejemplo, el teorema de Fermat dice algo acerca de los niUmeros
naturales).
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Manana Llueve o no Llueve

» Frases como “Juan ama a Maria, o no” o “Mafiana Llueve o no
Llueve” suenan un poco ridiculas. No pareciemir nada

» Notemos gue no saroremagomo entendemos la palabra en
Matematica, porque los teoremas matematicos si dicen algo (por
ejemplo, el teorema de Fermat dice algo acerca de los niUmeros
naturales).

» Sin embargo, las dos nociones estan muy relacionadas (en
realidad, coinciden). Cuél es el truco?

» En vez de considerar férmulas por separado, consideremos
conjuntos de férmulasy pensemos que cuando tomamos un
conjuntoT de formulas, la idea es que queremos tukaslas
formulas deT sean ciertas.
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Consecuencia Légica

» Podemos ahora definir la noci@e sigue de Se infiere dentre
T y otra formula arbitrarig, diciendo que

© se sigue de T sii siempre que T es cieggdambién.

» O, puesto de otra forma, no hay ninguna situacién (ningan
modelo) en dond& sea cierta yp sea falsa.
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Consecuencia Légica

» Podemos ahora definir la noci@e sigue de Se infiere dentre
T y otra formula arbitrarig, diciendo que

© se sigue de T sii siempre que T es cieggdambién.

» O, puesto de otra forma, no hay ninguna situacién (ningan
modelo) en dond& sea cierta yp sea falsa.

» Pero esto es lo mismo que decir dyeT) — ¢ es siempre
ciertal
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T, ... de Teoria

» \olviendo a la Matematica. La idea intuitiva es queTen
anotamos nuestrasxiomas Las propiedades que asumimos son
ciertas e indiscutible§. es nuestra teoria.
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» \olviendo a la Matematica. La idea intuitiva es queTen
anotamos nuestrasxiomas Las propiedades que asumimos son
ciertas e indiscutibles. es nuestra teoria.

» Por ejemplo losixiomas de Pearsbon una teoria sobre los
namero naturales.
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T, ... de Teoria

» \olviendo a la Matematica. La idea intuitiva es quelen
anotamos nuestrasxiomas Las propiedades que asumimos son
ciertas e indiscutibles. es nuestra teoria.

» Por ejemplo losxiomas de Pearson una teoria sobre los
namero naturales.

» Podriamos chequear si el teorema de Fermat es cierto en los
nameros naturales, chequeando que

(/\ PEANO) — FERMAT

es una férmula ‘trivial’ (cierta en todos los modelos, i.e., una
tautologia).
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Cuanto Cuesta?

» Pero podemos? Cuan dificil es determinar si una férmula es una
tautologia?

» Como todo en la vida, la respuesta Bspende

» Como vimos, podemasodificar en la pregunta ‘Es la formula
una tautologiaproblemas no triviales como el teorema de
Fermat.
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Cuanto Cuesta?

» Pero podemos? Cuan dificil es determinar si una férmula es una
tautologia?

» Como todo en la vida, la respuesta Bspende
» Como vimos, podemasodificar en la pregunta ‘Es la formula

una tautologiaproblemas no triviales como el teorema de
Fermat.

» Va a depender deuan expresivo es nuestro lengu@jaé
problemas podamos codificar), cuan dificil va a ser saber si una
férmula es una tautologia.
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» Hay cosas que no pueden comprarse ni con todo el dinero del
mundo.

» Hay problemas que no pueden resolverse ni con todo el tiempo y
toda la memoria del mundo.

.S S
LORIA

: To P or not toP That's the Question



Curso Acelerado de Decidibilidad y Complejidad

» Hay cosas que no pueden comprarse ni con todo el dinero del
mundo.

» Hay problemas que no pueden resolverse ni con todo el tiempo y
toda la memoria del mundo.

» El Problema de la ParadBado un program®, decidir siP
termina para todo input.

» Lalogica de primer orden puede codificar maquinas de Turing
En particular, dado un progranfaexiste una formulep tal que
©p €s una tautologia si termina.
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Curso Acelerado de Decidibilidad y Complejidad

» En aquellos casos en que el programa si termina, podemos medi
su complejidad en términos del tamafio del input:

» Clase Ptiempo polinomial en MT deterministica

» Clase NPtiempo polinomial en MT deterministica

» Clase P8ACE= NP SPACE espacio polinomial en MT
deterministica o no deterministica

» Clase XPTIME: tiempo exponencial en MT deterministica

» Clase NEXPTIME: tiempo exponencial en MT no deterministica

» Clase EXPSPACE = NEXPSPACE: espacio exponencial en MT
deterministica o no deterministica
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» Uno de los lenguajes mas simplé&silo puedo deciP A Q, —P.
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Loégica Proposicional (LP)

» Uno de los lenguajes mas simplé&silo puedo deciP A Q, —P.

» Decidir si una formula de LP es tautologia un problema en NP
(NP-complete).

» Que algoritmos existen parasolver este problerf?a

» Pero primeropara qué sirve
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» Con una codificacién muy compacta, podemos expresar
k-coloreo de un grafo denodos usandalog,(k) simbolos
proposicionales
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Aplicaciones: Coloreo de Grafos

» Con una codificacién muy compacta, podemos expresar
k-coloreo de un grafo denodos usandalog,(k) simbolos
proposicionales

» Existe una codificacion simple usandek simbolos
proposicionales

» Paral<i <n,1<j <Kk, seap; ‘el nodoi tiene coloy’
» Nodos vecinos tienen distinto color

—Pir V P,

parai y j nodos vecinos, y ¥ | < k (linear)
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Aplicaciones: Coloreo de Grafos

» Cada nodo tiene al menos un color.

pi1V...Vpk, paral<i <n(linear)
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Aplicaciones: Coloreo de Grafos

» Cada nodo tiene al menos un color.

pi1V...Vpk, paral<i <n(linear)

» Cada nodo tiene a lo sumo un color.
—Pit V —Pim,

paral<i <n,y1l<I| < m<k(cuadratico)
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» Resultado:

» Los algoritmos de GSAT y WalkSAT tienen uparformance
competitivacon algoritmos especializados de coloreo de grafos
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Aplicaciones: Coloreo de Grafos

» Resultado:

» Los algoritmos de GSAT y WalkSAT tienen uparformance
competitivacon algoritmos especializados de coloreo de grafos

» Aplicaciones en algebra:

» Ciertos problemas equasigrupopueden verso como problemas
especializados de coloreo de grafos.

» Algunosproblemas abiertoan quasigrupos fueron codificados de
esta forma y solucionados usando demostradores automaticos
para LP. Por ejemplo: existe un quasigrupo satisfaciendo las
siguientes equaciones:?

Va.(a-a)=a
Va,b.((b-a)-b)-b=a
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Aplicaciones: Hardware

» Codificarespecificaciones de hardwae LP es muchas veces
muy simple
» La presencia de sefial en un cable, se representa mediante una

variable proposicional
» cada gatAND se representa mediante un conecthidD

» eftc.
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Aplicaciones: Hardware

» Codificarespecificaciones de hardwae LP es muchas veces
muy simple
» La presencia de sefial en un cable, se representa mediante una
variable proposicional
» cada gatAND se representa mediante un conecthidD
> etc.
» Problemas de Larrabee’s , problemas de “stuck-at”y
“bridge-fault”

» Sintesis de circuitos (Kamath et al.)
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Applications: Conclusiones

» Existen tambien aplicaciones mas “exoticas”

Constraint Satisfaction
Planning

Scheduling

RNA folding
hand-writing recognition
graph isomorphism

vV VY vy VY VY
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» Existen tambien aplicaciones mas “exoticas”

Constraint Satisfaction
Planning

Scheduling

RNA folding
hand-writing recognition
graph isomorphism

vV VY vy VY VY

» En general, el problema es encontrar la codificacién adecuada
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Applications: Conclusiones

» Existen tambien aplicaciones mas “exoticas”

Constraint Satisfaction
Planning

Scheduling

RNA folding
hand-writing recognition
graph isomorphism

vV VY vy VY VY

» En general, el problema es encontrar la codificacién adecuada
Representation is a Key Question
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Métodos Completos

» Los métodos mas tradicionales para resolver SAT de LP son
completos

» una respuesta correcta 8o NO siempre se obtiene
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Métodos Completos

» Los métodos mas tradicionales para resolver SAT de LP son
completos

» una respuesta correcta 8o NO siempre se obtiene

» Los métodos mas conocidos son

» axiomatizaciones,
tablas de verdad,
resolucidn, tableaux
Davis-Putnam

v vyy
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» El método de Davis-Putnam es uno de los algoritmés usados
actualmente en demostradores automaticos
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Métodos Completos: Davis-Putnam

» El método de Davis-Putnam es uno de los algoritmés usados
actualmente en demostradores automaticos

» Representemos la férmula inpptcomoun conjunto de
clausulasdonde una clausula es un conjunto de literples-p.

procedure DP(Sigma)

(Sat) if Sigma = {} then retornar “sat”

(Empty) if {} € Sigma then retornar “unsat”

(Taut) if {p v - p} U C € Sigma then DP(Sigma - {p v - p} U C)
(Unit Pr)  if {I} € Sigma then DP(Sigma {I = true})

(Pure) if Sigma tiene un literal puro | then DP(Sigma {| = true})
(Split) if DP(Sigma {l = true}) retorna “sat” then retornar “sat”

else DP(Sigma {l = false})
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Davis-Putnam: Las Reglas
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Davis-Putnam: Las Reglas

» (Pure) usualmente no se incluye, porque es muy costosa de
evaluar

» Lo mismo pasa cofifaut): tautologias obvias aparecen
solamente al principio de la busqueda
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Davis-Putnam: Las Reglas

» (Pure) usualmente no se incluye, porque es muy costosa de
evaluar

» Lo mismo pasa cofifaut): tautologias obvias aparecen
solamente al principio de la busqueda

» (Unit) no es esencial para completitud (se puede obtener a partir
de(Split) y (Empty))

» Pero es crucial en términos de performance. Por ejemplo, ya por
si sola,(Unit) es completa para clausulas Horn
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: To P or not toP That's the Question LORIA



Davis-Putnam: Organizando la Busqueda

» La regla(Split) es no-deterministica: Qué literal Elegimos?
» MOM'’s heuristics:mostoften in theminimal size clauses.
» Jeroslow-Wang’s heuristics: estima la contribucion que cada
literal podria hacer a la satisfiabilidad del conjunto de clausulas.

scordl) = » 27l

ceEY & lec
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DP: Performance

» La complegidad de peor caso del algoritmo que presentamos es
0O(1,696"), y con algunas modificaciones menores se puede
lograrO(1,618").

» Notar que esto esna mejora importante!.
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0O(1,696"), y con algunas modificaciones menores se puede
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DP: Performance

» La complegidad de peor caso del algoritmo que presentamos es
0O(1,696"), y con algunas modificaciones menores se puede
lograrO(1, 618").

» Notar que esto esna mejora importante!.

2100 — 1,267,650,000,000,000,000,000,000,000,000
1,696'%° = 87,616270,000,000,000,000000
1,618190 — 790,408 700,000,000,000,000

» DP puede resolvasroblemas de hasta 500 variabé&sforma
robusta

» (Para formulas CNF donde la probabilidad de una variable
apareciendo positiva, negativa o no apareciendo es 1/3, DP
necesita ne promedio sali@mpo cuadraticd
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Métodos Incompletos: Motivacion

» DP puede resolver problemas de hasta 500 variables en forma
robusta. ..

» ... pero los problemas que comunmente aparecen en la practica
tiene1000s de variables

» Dependiendo de la aplicacigmecidimientos de semi-decision
pueden ser tiles: encontrar una solucion si una solucion existe

» E.g.,existencia de un plaz encontrar un mode|y no nos
interesan los casos en los que un plarexiste

» Por otro lado, ciertas aplicaciones requiesegtime answers
i.e., “best guess” en cualquier punto del algoritmo.

: To P or not toP That's the Question LORIA
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Revoleando Monedas: El Algoritmo “Greedy”

» Algoritmo original de Koutsopias y Papadimitriou

» Idea Principalflip variables hasta que no pude incrementarse el
ndmero de clausulas satisfechas.

procedure greedy(Sigma)

O
: To P or not toP That's the Question LORIA



Revoleando Monedas: El Algoritmo “Greedy”

» Algoritmo original de Koutsopias y Papadimitriou
» Idea Principalflip variables hasta que no pude incrementarse el
ndmero de clausulas satisfechas.

procedure greedy(Sigma)
T := random(Sigma) // random assignment

O
: To P or not toP That's the Question LORIA



Revoleando Monedas: El Algoritmo “Greedy”

» Algoritmo original de Koutsopias y Papadimitriou

» Idea Principalflip variables hasta que no pude incrementarse el
namero de clausulas satisfechas.
procedure greedy(Sigma)

T := random(Sigma) // random assignment
repeat until no improvement possible
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» Idea Principalflip variables hasta que no pude incrementarse el
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Revoleando Monedas: El Algoritmo “Greedy”

» Algoritmo original de Koutsopias y Papadimitriou

» Idea Principalflip variables hasta que no pude incrementarse el
namero de clausulas satisfechas.
procedure greedy(Sigma)
T := random(Sigma) // random assignment
repeat until no improvement possible
T := T with variable flipped that increases

the number of satisfied clauses
end

» El algoritmo encuentra un modebara casi todo problema
satisfacible coD(n?) clauseglamentablemente, no son
muchos.)

: To P or not toP That’s the Question LORIA
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El Algoritmo GSAT

» El algoritmo original es de Selman, Levesque y Mitchell
» Agregarestartal algoritmo Greedy, y permite tambidips ‘hacia
el costado(que no necesariamente incremental la funcion de
costo)
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El Algoritmo GSAT

» El algoritmo original es de Selman, Levesque y Mitchell

» Agregarestartal algoritmo Greedy, y permite tambiéips ‘hacia
el costado(que no necesariamente incremental la funcion de
costo)

procedure GSAT(Sigma)
fori:=1to MAX-TRIES // Los restarts restarts
T := random(Sigma) // random assignment
for j := 1 to MAX-FLIPS // para asegurar terminacion
if T satisfies Sigma then return T
else T := T with variable flipped to maximize
number of satisfied clauses
/I No importa si el nimero de clausulas satisfechas no se incremente
/I estos son los saltos de costado
end
end

: To P or not toP That's the Question LORIA
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GSAT: Evaluacion

formulas

var | clauses

50 215
100 430
140 602
150 645
300 1275
500 2150
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GSAT: Evaluacion

formulas GSAT

var | clauses|| M-FLIPS | restarts| time

50 215 250 6.4 | 0.4s
100 430 500 425 6s
140 602 700 52.6 | 14s
150 645 1500 | 100.5| 45s
300 1275 6000 | 231.8| 12m
500 2150 10000| 995.8| 1.6h
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GSAT: Evaluacion

formulas GSAT DP

var | clauses|| M-FLIPS | restarts| time choices| depth | time

50 215 250 6.4 | 0.4s 77 11| 1.4s
100 430 500 42.5 6s || 84x1C 19 | 2.8m
140 602 700 52.6| 14s|| 2.2x1C 27 | 4.7h
150 645 1500 | 100.5| 45s - - -
300 1275 6000 | 231.8| 12m - - -
500 2150 10000 | 995.8| 1.6h - - -
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GSAT: Evaluacion

formulas GSAT DP

var | clauses|| M-FLIPS | restarts| time choices| depth| time

50 215 250 6.4 | 0.4s 77 11| 1.4s
100 430 500 42.5 6s || 84x1C 19 | 2.8m
140 602 700 52.6| 14s|| 2.2x1C 27 | 4.7h
150 645 1500 | 100.5| 45s - - -
300 1275 6000 | 231.8| 12m - - -
500 2150 10000| 995.8| 1.6h - - -

» GSAT es especialmente bueno para ciertos problemas (random
3-SAT, n-queens, etc.)
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Y Todo Esto en NP!

» El conjunto de tautologias de la I6gica de primer orden es
indecidible pero recursivamente enumerabiste un algoritmo
gue produce la lista completa de todos los teoremas (el problema
es gue no hay garantia de cuando aparecera el teorema que
buscamos).
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Y Todo Esto en NP!

» El conjunto de tautologias de la I6gica de primer orden es
indecidible pero recursivamente enumerabiste un algoritmo
gue produce la lista completa de todos los teoremas (el problema
es gue no hay garantia de cuando aparecera el teorema que
buscamos).

» Laldgica de segundo orden alsamente indecidible y no
recursivamente enumerabi® existe un programa que pueda
listar sus tautologias.
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The Land in Between: PSPACEXETIME, NEXPTIME

» El problema SAT deiertos fragmentos del la l6gica de primer
ordenes decidible, con complejidad en PSPACKPHEIME,
NEXPTIME.
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» En particular, yo trabajo en ciertos lenguajes llamddascas
Modales
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» El problema SAT deiertos fragmentos del la l6gica de primer
ordenes decidible, con complejidad en PSPACKPHEIME,
NEXPTIME.

» En particular, yo trabajo en ciertos lenguajes llamddascas
Modales

» Pueden pensarse como lenguajssfiados a medidzara hablar
sobre estructuras relacionales (grafos).
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The Land in Between: PSPACEXBTIME, NEXPTIME

» El problema SAT deiertos fragmentos del la I6gica de primer
ordenes decidible, con complejidad en PSPACKPHEIME,
NEXPTIME.

» En particular, yo trabajo en ciertos lenguajes llamddmsicas
Modales

» Pueden pensarse como lenguajeefiados a medigzara hablar
sobre estructuras relacionales (grafos).
» Si bien la complejidad de su problema SAT es mas elevado que
el de LP, en muchos casos son una alternativa atractiva
» La expresividad de LP puede ser simplemenselficientepara
una cierta tarea
» O larepresentacion en LP puede ser mucho mas
complicada/complejgue la que se obtiene usando un lenguaje
modal.

: To P or not toP That's the Question LORIA
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Aplicaciones de Lenguajes Modales

Para nombrar sélo algunas aplicaciones:
» \erificacion de Softwar@ogicas temporales, I6gicas de tiempo
real, l6gicas dindmicas).
» Teoria de Agente@enguajes epistémicos)
» Especificacion de Protocolos
» Problemas de Criptologi@BDI, Belief, Desires, Intentions)
» Descripcion de Ontologigtogicas para la Descripcién)
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» Especificacion de Protocolos
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» Descripcion de Ontologigtogicas para la Descripcién)

Mas informacién?
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Aplicaciones de Lenguajes Modales

Para nombrar sélo algunas aplicaciones:
» \erificacion de Softwar@ogicas temporales, I6gicas de tiempo
real, l6gicas dindmicas).
» Teoria de Agente@enguajes epistémicos)
» Especificacion de Protocolos
» Problemas de Criptologi@BDI, Belief, Desires, Intentions)
» Descripcion de Ontologigtogicas para la Descripcién)

Mas informacién?

» Curso optativo em.dgicas Modales Computacionalekafio que
vienel!ll
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